TD 29-30 : Applications linéaires Indications

Dans ce TD, on note £, F et G trois K-e.v.

Applications linéaires

*1: Les applications suivantes suivantes sont-
elles linéaires ?

1) f:R?>— R3 définie par f(x,y) = (x+y, x—2y, 0)
2) f:R?>— R?définie par f(x,y) = (2x+y,y+1)
3) f:R? — R? définie par f(x,y) = (xy, yx)

4) f:RY — RN définie par f(u) =
5 f:

6) ¢:
7) @

8) f:

(”n+1 _Mn)neN
Mz(R)%Rdéﬁnieparf(( ‘Cl )) —a+d
f

b

d
¢ (R) — € (R) définie par ¢(f) = f" —4f
¢ (R) — ¢ (R) définie par ¢(f) = 2ff’

K[X} — K[X} définie par f(P JFZ’

Dans la suite, on considére C et C* comme des C-ewv.:
9) f:C?— C définie par fi,)=au—2
10) f:C? — C définie par fzhn)=a—-22

(2 )#x Soit
(81362763) - ((1747 1)> (_273a3>7 (0727 1))

1) Soit (x,y,z) € R’ Montrer que (x,y,z) €
Vect(e1,ep,e3) sans utiliser d’argument de di-
mension.

2) En déduire que (ej,e;,e3) est une base de R>.

3) Soit f : R? — R? une application linéaire qui véri-
fie:

fler) = (6747 _4)
fle2) = (4747 _8)
flez) =(3,1,-3)

Justifier I'existence et I'unicité de 'application f.
(nécessite un résultat de la section 2 du cours)

4) Soit (x,y,z) € R>. En utilisant la question 1), déter-
miner f(x,y,z).

1) 1l s’agit de montrer que (e, ez, e3) est une famille
génératrice, mais sans montrer qu’elle est libre et
utiliser le TTC.

Noyau et image

# On consideére 'application f : R? — R? défi-
nie par :

flx,y,2) =

1) Déterminer Ker f, ainsi qu'une base et sa dimen-
sion.

(x+y+2z,3x—5y+2z)

2) Faire de méme pour Im f.

3) f est-elle injective ? surjective ? bijective ?

@* On considere 'application f : R? — R? défi-
nie par :
f(x.y)

1) Déterminer Ker f, ainsi qu'une base et sa dimen-
sion.

= (x, x+y,x+2y)

2) Faire de méme pour Im f.

3) f est-elle injective ? surjective ? bijective ?

(5 )x# Soit f € L(E,F)etg € L(F,G).
1) Montrer que :

gof=0 <= Imf CKerg
2) Montrer que :

Kerf C Ker(gof) et Im(gof)CImg
3) En déduire que si go f est un isomorphisme, alors
f estinjective et g est surjective.

(6 ) #x# On consideére I'application f : K[X]| —
K |X] définie par f(P) = P(X +1) — P(X).

1) Soit (P;)renune famille de polynomes tels que pour
tout k € N, on a deg P, = k. Montrer que la famille
(P )ken engendre K [X } .

2) Déterminer Ker f et Im f, en utilisant la question
précédente pour Im f.

3) Déduire des questions précédentes que f est un
endomorphisme surjectif mais pas injectif. En quoi
ce n'est pas une contradiction ?
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2 Utiliser le fait que Im f = Vect(f(X*))ren.

#% On définit ¢ : CN — CN par
@ (u) = (Uni1 — tp)nen

Montrer que ¢ est linéaire et déterminer Ker ¢ et Im ¢.
Est-ce que @ est injective ? surjective ?

Il faut dans les deux cas utiliser des caractérisations
pour reformuler ce qu'on doit montrer. Pour Im ¢, vous
pouvez montrer que ¢ est surjective en construisant la
suite (up),cn explicitement.

** Soit f € L(E). Montrer les assertions sui-
vantes :

Kerf C Kerf? et Imf?>ClImf

Ker f = Ker f> <= KerfNImf = {0z}
Imf:Imf2 < Kerf+Imf=E

Dimension finie et rang

@* On suppose que dimE > dimF. Soit f : E —
F. Montrer que f n’est pas injective.
Utiliser le rang.

htr Soit f: E — E tel que f o f est'application
nulle.

1) Montrer que Im f C Ker f.

1
2) En déduire querg f < 3 dimE.

(11 )#x Soitn € Net f: R, [X] — R,[X] définie par
f(Py=P—P —P"

1) Montrer que f est bijective.

2) Dans cette question on suppose n > 2. Calculer
f(1), f(X) et f(X?). En déduire les polynomes
00,01,02 € R, [X] tels que f(Qo) =1, f(Q1) =X
et f(Q2) = X>.

*# On pose E = € (R) et f1, f2, 3, f1 € E les

fonctions définies par :

fi(t)=sint fo(t) =cost f3(t) =tsint f4(t) =tcost

Enfin on définit F = Vect(f1, f>, f3, f4)-

1) Montrer que B = (f1, f>, f3, f4) est une base de F.
En déduire la dimension de F.

2) On considere I'application D : F — F définie par
D(f) = f'. Montrer que D est bien définie et que
c’est un endomorphisme de F.

3) Déterminer KerD.

4) En déduire que D est bijective.

1) Comme on ne connait pas la dimension de F, on
est obligé de montrer que la famille B est libre et
génératrice.

#%  Soit P,Q € R[X] de degrés respectifs n,m €
N*. On suppose que P A Q = 1. On veut montrer qu’il

existe un unique couple (U,V) € R[X] ? vérifiant ;

PU+QV =1 degU <m—1 degV <mn—1

1) Justifier brievement I'existence du couple (U,V)
sans les contraintes sur les degrés de U et de V.
Dans la suite, on définit I’application

@ : Ryt [X] X Ryt [X] = Rypyn—1 [X]
(U,v) — PU +QV

2) Justifier que @ est bien définie et linéaire.
3) Montrer que @ est injective.

4) En déduire que ¢ est bijective. Conclure.

##%1: Soit £ un e.v. de dimension finie et u,v €
L(E).
1) Montrer que Im(« +v) C Imu + Imv. En déduire
querg(u+v) <rgu+rgv
2) Trouver u,v € £(R2) tels que I'inégalité ci-dessus
soit stricte.
3) Trouver u,v € E(Rz) tels que I'inégalité ci-dessus
soit une égalité.
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##%#% On suppose E de dimension finie et u,v €
L(E). Montrer que :

Keru C Kerv <= Iwe L(E) v=wou

Le sens réciproque est évident. Pour le sens direct, il
faut construire I'application w. Pour cela, il suffit de
connaitre w sur deux s.e.v. de E supplémentaires. On
prend donc naturellement Imu et un supplémentaire
quelconque S de Imu. On peut imposer la valeur que
I'on souhaite a w sur S. Ensuite, si y € Imu, que doit
valoir w(y) ? Cette application est-elle bien définie et
linéaire ?

Projecteurs, symétries, etc.

* Déterminer si les applications linéaires sui-
vantes sont des projecteurs ou des symétries, et déter-
miner leurs éléments caractéristiques :

1) f:R?— R? définie par f(x,y) = (x,—2x—y)
2) f:R> — R? définie par

f(x7y7 Z) =
3) f:R? — R définie par

(x+y—z,x+y—2z,x+y—2)

1
f(x,y,z) = E(X—Z,zy, _X+Z)

4) fz:R[X] — R[X] définie par f(A) =R, ouRestle
reste de la division euclidienne de A par B € R[X]|
non nul fixé.

5 f:R[X] — R[X] définie par f(A) = BQ —R, ou
Q et R sont le quotient et le reste de la division
euclidienne de A par B € R [X ] non nul fixé.

# Déterminer |'expression :
1) Du projecteur p € £(R?) sur F = Vect((0, 1)) paral-
lelement a G = Vect((1,1)).

2) De la symétrie s € E(]RZ) par rapport a F et paralle-
lement a G (définis ci-dessus).

3) De la symétrie s € L(R%) par rapport

(18 ) «x Soit p € L(E) etg =idg — p.

1) Montrer que p est un projecteur si et seulement si
g est un projecteur.

2) On suppose que p est un projecteur. Montrer que
Im p = Kerg et que Ker p = Img.

*#* Soit p, g deux projecteurs de E. Montrer que

Kerp =Kerq <= (pog=p et qop=q)

Imp=Img < (pog=q et qop=p)

Formes linéaires
tﬁ OnposeE := R? et f,g € E* les applications

fx,y)=x+y glx,y) =x—y

1) Montrer que (f,g) forme une base de E*.

2) Déterminer les coordonnées de p : (x,y) — x etde
q: (x,y) — yselonlabase (f,g).

3) Trouver une base (u,v) de E telle que (f,g) soit la
base duale de (u,v).

*#:  Soit E un K-e.v. et f € E*. Montrer que f
est surjective ou identiquement nulle.

#% On considére 'ensemble E =R, [X]. Pour
tout k € [0,n] on pose ¢ : E — R définie par ¢ (P) =
P(k).

1) Montrer que pour toutk € [0,n], ona ¢, € E*.

2) Montrer que (¢, -, ¢,) est une base de E™.

3) En déduire qu'il existe Ay, - - , A, € R tels que pour

tout polynéme P de R, [X } :
/0 P(1)dt = 2oP(0) + MP(1) + ...+ AP (n)

Remarque : on peut montrer le méme résultat si on rem-

place I'intégrale ci-dessus par / P(t)dt avec a,b € R

a F = Vect((1,2,3)) et parallelement a
G = Vect((1,0,0), (1,1,0)). quelconques. Cependant, les réels Ag,---,4, dépen-
4) Du projecteur p € E(R3 ) sur G et parallelement a drontde a,b.
F (définis ci-dessus).
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